Turun yliopisto
Matematiikan ja tilastotieteen valintakoe 4.5.2015 klo 9:00-12:00

Tissd valintakokeessa, ei saa kiayttas laskinta eikd taulukkokirjaa.

Tehtidvid 1. Perustele jokaisessa kohdassa vastauksesi.
(a) Anna esimerkki toisen asteen yht#ldsté, jolla on tésmélleen yksi juuri (rat-
kaisu).
(b) Anna esimerkki kolmannen asteen yhtélosté, jolla on kolme reaalista juurta

(ratkaisua).
(c) Anna esimerkki aidosti vihenevisté funktiosta, joka on mééritelty kaikilla

reaaliluvuilla.

(d) Anna esimerkki derivoituvasta funktioista, jonka derivaatan arvo pisteessé
0 on 2 ja derivaatan arvo pisteessa 1 on 3.

(e) Anna esimerkki funktiosta, joka saavuttaa suurimman arvonsa 2 pisteessi
1.

2
(f) Anna esimerkki funktiosta f, jolle / f(z)dz =1.
-1

Tehtivi 2. Etsi seuraavien yhtéldiden ja epidyhtiléiden kaikki reaaliset ratkaisut.
(a) 23 + 2:c+1 > 9
(b) sin(2z) = %, kun tiedetédén, ettd sin (%) =
(¢) In(z —2)+In(z) =0

@ %

1
2

>1

Tehtéivé 3. Tehdas valmistaa sylinterin (ympyrapohjainen lierié) muotoisia séily-
ketolkkejd, joiden tilavuus on 5 dl. Materiaalikustannusten minimoimiseksi t6lkin
mittasuhteet valitaan siten, ettd tolkin pinta-ala (kansi ja pohja mukaanluettui-
na) on mahdollisimman pieni. Miké t&lloin on tolkin korkeuden h suhde pohjan
siteeseen 77

Tehtdva 4. Laske

2
/ |z? — x| dz.
-1

Tehtiivid 5. Pelaaja A osuu tauluun 90%, pelaaja B 75% ja pelaaja C 50% to-
dennikéisyydelld. Osumasta tauluun saa yhden pisteen ja joukkue tarvitsee vield
kaksi pistetti. Pelaajalla A on jiljelld 2, pelaajalla B 3 ja pelaajalla C 4 ammusta.
Pelaaja saa kiyttdd kaikki ammuksensa mutta ei luovuttaa niitd muille. Joukkue
saa valita yhden pelaajan. Kannattaako joukkueen lihettdd pelaaja A, B vai C
yrittdmadn?
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Turun yliopisto
Matematiikan ja tilastotieteen valintakoe 4.5.2015 klo 9:00-12:00

Tehtdvid 1. Perustele jokaisessa kohdassa vastauksesi.

(a) Anna esimerkki toisen asteen yht#lostéd, jolla on tédsmélleen yksi ratkaisu.
(b) Anna esimerkki kolmannen asteen yht#losté, jolla on kolme (reaalista) rat-

kaisua.

(¢) Anna esimerkki aidosti vihenevastd funktiosta, jonka méarittelyjoukko on
R.

(d) Anna esimerkki derivoituvasta funktioista, jonka derivaatan arvo pisteessi
0 on 2 ja derivaatan arvo pisteessd 1 on 3.

(e) Anna esimerkki funktiosta, joka saavuttaa suurimman arvonsa 2 pisteessd

1.
2
(f) Anna esimerkki funktiosta f, jolle / f(z)dz =1.
-1

Mallivastaukset:

(a) Esimerkiksi (z — 1)? = 0, jonka ianoa juuri on = = 1.

(b) Esimerkiksi (z — 1)(z — 2)(z — 3) = 0, jonka juuret ovat 1,2 ja 3.

(c) Esimerkiksi f(z) = ——m joka on vihenevd koska f'(z) = -1 < 0.

(d) Esimerkiksi f(z) = 322+2z. Tamén derivaatta on f'(z) = z+2, jolle f/(0) = 2
ja fi(l)=1+2=3.

(e) Olkoon f(z) = —z(x —2) +1 = —z2 + 2z + 1. Tallsin f'(z) = —2z + 2, joten
f(z) >0kun z < 1 ja f’(z) < 0 kun z > 1. Funktion suurin arvo on siis pisteessi
z=1jaseon f(l)=—-14+2+1=2.

(f) Olkoon f vakiofunktio %. T&llsin

/f —/_ dm-—%3:1.

Tehtava 2. Etsi seuraavien yhtildiden ja epdyhtéldiden kaikki reaaliset ratkaisut.
(a) 28 +27+1 > 9
(b) sin(2z) = =, kun tiedetédsn, ettd sin% =
(c) ln(w -2)+ ln(m) =0
@ 22=3 54

r+2

Mallivastaukset:

(a) Laskemalla 23 = 8 ja siirtaméilld tdmé termi oikealle pouolella, epéayhtald
muuttuu muotoon 2*+! > 1 (+1p). Koska = +> 2% on kasvava ja 20 = 1, niin
saamme z + 1 > 0 (+1p), josta z > —1 (+1p).

(b) Koska sinZ = 1, on mille hyvinsd n € Z sin(% + 2wn) = 3. (+1p) Lisiksi
supplementtikulrnalle T—% = ja sen kokonalslukumomkerroﬂle pétee sm(sgr +
2rn) = 1. (+1p) Yhtélén kalkkl ratkaisut ovat siis

2z = —+27rn@:c——+7m missé n € Z

6 12
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2x:%+27rn<:>m=1—72r+7m, missi n € Z.

(+1p)

(c)Méérittelyehto on z — 2 > 0 eli z > 2 (jolloin my6s =z > 0). Yhtélo voidaan
kirjoitaa yhtépitdviin muotoon In(z—2)(z) =Inl & (z—2)(z) =1 (+1p). Tdma
saadaan muotoon z? — 2z — 1 = 0, jonka ratkaisut ovat z = 1 + /2. (+1p) Koska
1 — v/2 < 0 niin se ei kelpaa. Néin ollen 1 + \/§ on ainoa ratkaisu (+1p).

(d) Jos x > —2, saadaan epiyhtilsé muotoon 22 —3 > z+2 & z > 5 (+1p). Jos
taas < —2, saadaan kertolaskulla 2z — 3 < 2+ 2 & z < 5. (+1p) Yhdistamalla
ratkaisut saadaan ratkaisujoukoksi z < —2 tai > 5. (+1p)

Tehtivi 3. Tehdas valmistaa sylinterin muotoisia siilyketdlkkejs, joiden tilavuus
on 5 dl. Materiaalikustannusten minimoimiseksi télkin mittasuhteet valitaan siten,
ettd tolkin pinta-ala kansi ja pohja mukaanluettuina on mahdollisimman pieni.
Miké télloin on tolkin korkeuden h suhde pohjan séteeseen 7?7

Mallivastaus: Tolkin pinta-ala saadaan vaipan ja p#idtyjen alojen summana:
A = 2rrh 4 2 - 7r?, (+1p) ja tilavuus puolestaan on pohjan ala kertaa korkeus:
5 = nr2h. (+1p) Tésts on mahdollista ratkaista h = #, jolloin

5 10
A= A(r) =2rr? 4 277 - — = onr? 4+ — =2rr? + 10r~ ! (+2p)
r r
Etsitddn A:n diriarvot selvittimélla derivaatan nollakohdat:
dA 10
—- =4 =5, (+3p)

jonka nollakohdassa on 7% = 1%, (+2p) Lausekkeesta A(r) = 2rr? + 1 nahdain,

4
ettd lim A(r) = lim A(r) =7roo, ja koska derivaatalla on vain yksi nollakohta
r—0+ r—00

positiivisella reaaliakselilla, on téméin oltava minimikohta. (+2p)
Nain ollen kysytty suhde on

Tehtdvi 4. Laske

Mallivastaus: Itseisarvomerkkien poistamiseksi on selvitettivi lausekkeen 22—z

merkit. Témén nollakohdat ovat 0 ja 1 (+2p), ja tdlléin

3 0 1 3
/ |x2—w|dw:/ xz—wdm—i—/ —(mz—x)dx—l—/ 2% — zdz.
-1 -1 0 1

(+2p) Téllsin
]

0 1 1 1 1 5
2— — —3———2: —_ —_——_— = = —
/1"’ zde /(3” 3% ) =0 ( 3 2) 6

- -1
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2 — _3__2=____ S
/,”” zdz {(3“7 %) =3 73 <3 2) 3

(+2p kukin). Integraalin arvo on siis 2 + % + 4 = 7 (+2p).

Tehtéivi 5. A osuu tauluun 90%, B 75% ja C 50% todennikéisyydelld. Osumasta

tauluun saa yhden pisteen ja joukkue tarvitsee vield kaksi pistetta. A:lla on jaljell

2, B:lld 3 ja C:lld 4 ammusta. Ampuja saa kayttds kaikki ammuksensa mutta ei

luovuttaa niitd muille. Kannattaako joukkueen lihettdd A, B vai C yrittdmésn?
Mallivastaus: A saa kaksi osumaa todennikéisyydella

9\ _ 8L
10/ 100’

(+3p) B saa kolme tai kaksi osumaa todennikdisyydelld

3\* 5. (3) .1 2 27 _ 54
4 "\4 4~ 64 64 64

(+3p) ja C nelji, kolme tai kaksi osumaa todennikoisyydells

1 4+4 1\? L 6. (L 2 /1 2_1+4+6_11
2 2) 2 2 2) 16 16 16 16
(+3p) Koska = 1’—%615 = g—i, niin B:n todennikdisyys on suurempi kuin C:n.
Toisaalta % %‘Z’% = %, joten B:n todennikdisyys on suurempi kuin A:n.

Téten paras onnistumismahdollisuus on B:lli. (+3)
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